
Questions de cours possibles :
� absolue convergence ⇒ convergence
� série de Riemann
� critère de D'Alembert

Soit (an)n∈N une suite de R∗+, et soit (αn)n∈N dé�nie par αn+1 = αn + anαn−1 (où α0 > 0 et α1 > 0).
(1) Montrer que : (αn)n converge ⇒

∑
an converge

(2) Montrer que :
∑
an converge ⇒ αn+1

αn
→ 1

(3) Montrer la réciproque de (1) (hint : on pourra s'intéresser à ln αn+1

αn
)

Soit (un)n∈N une suite réelle décroissante qui tend vers 0.
(1) Montrer que :

∑
un converge ⇒ (nun)n converge vers 0

(2) La réciproque est-elle vraie ?

(1) Soit Hn =
n∑
k=1

1
k

Montrer qu'il existe γ > 0 tel que Hn = lnn+ γ + o(1) (hint : on pourra étudier un = Hn − lnn et vn = un − 1
n . . .)

(2) Soit Sn =
n∑
k=0

(
1

4k+1 −
3

4k+2 + 1
4k+3 + 1

4k+4

)
La série est-elle convergente ? Quelle est sa limite (si elle existe ...) ?

La série de terme générale sin
(√

1 + n2π2
)
est-elle convergente ? Absolument convergente ?

Soit (an)n∈N un suite réelle.
(1) Supposons que

∑
an est semi-convergente, soit α ∈ R. Soient A = {n ∈ N : an ≥ 0} et B = {n ∈ N : un < 0}

(a) Montrer que A et B sont in�nis
Soit σ dé�nie par récurrence :
� σ(0) = 0

� ∀n ∈ N, σ(n+ 1) =


minA\{σ(0), . . . , σ(n)} si

n∑
k=0

aσ(k) ≤ α

minB\{σ(0), . . . , σ(n)} si
n∑
k=0

aσ(k) > α

(b) Montrer que σ ∈ S(N)

(c) Montrer que
+∞∑
n=0

aσ(n) = α (hint : montrer d'abord que uσ(n) → 0)

(2) Supposons que
∑
an est absolument convergente

(a) Montrer que ∀σ ∈ S(N),
∑
aσ(n) converge absolument

(b) Montrer que ∀σ ∈ S(N),
+∞∑
n=0

aσ(n) =
+∞∑
n=0

an

Calculer
+∞∑
n=1

b
√
n+1c−b

√
nc

n

Soit un = n!en

nn+1/2 .
(1) Montrer que lnun converge
(2) En déduire qu'il existe λ > 0 tel que un ∼ λ

√
n
(
n
e

)n
Calculer

+∞∑
n=1

(−1)n−1

n (hint : ∀k ≥ 1, 1k =

∫ 1

0

tk−1dt . . .)

Soit E = {(un)n∈N ∈ RN :
+∞∑
n=0

u2n <∞}.

(0) Montrer que E est un espace vectoriel

(1) Montrer que 〈u, v〉 =
+∞∑
n=1

unvn dé�nit un produit scalaire sur E.

(2) Soit (un)n∈N une suite de réels positifs telle que
∑
un converge.

Montrer que la série de terme général
√
un

n converge.

Calculer
+∞∑
n=1

(−1)n−1

n2

1


